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1 ALUSTUS
1 Alustus
Tämän työn tavoitteena on analysoida yhdeltä kantilta sijoitussidonnaisten vakuutusten
suojausta otettaessa huomioon vakuuttajalle muodostuvat riskit sekä vakuutettujen elin-
ajoista, että markkinoiden muutoksista. Ensimmäisessä kappaleessa luodaan markkina-
malli, jota käytetetään jatkossa aina ellei toisin mainita. Lisäksi alustuksessa käydään läpi
muutamia tärkeitä käsitteitä, jotka ovat hyödyllisiä jatkon kannalta. Toisessa kappaleessa
tutustutaan tarkasteltavaan suojausmalliin, eli keskineliöpoikkeaman minimointiin perus-
tuvaan suojaukseen. Kappaleessa käydään läpi, miten kyseinen suojausmetodi vaikuttaa
suojaajan pääomaan ja sijoituspäätöksiin neljässä yleisessä skenaariossa. Kolmas kappale
on lyhyt läpikäynti vakuutusmatematiikasta, jonka jälkeen neljännessä kappaleessa pääs-
tään itseasiaan, eli sijoitussidonnaisten vakuutusten suojaukseen keskineliöpoikkeman mi-
nimointiin perustuvalla suojauksella.
1.1 Usean periodin markkinamalli
Oletetaan markkinat, joilla on yksi riskitön ja joukko riskillisiä arvopapereita sekä näiden
arvon kehitykseen liittyviä johdannaisia, kuten futuureja, termiinejä tai optioita. Ole-
tetaan markkinoiden myös olevan siinä mielessä tehokkaat, että arvopapereita voidaan
annettuina ajanhetkinä aina ostaa ja myydä haluttu määrä ottamatta huomioon markki-
noilla syntyviä sivukustannuksia.
Jatkossa tullaan tarkastelemaan usean periodin markkinoita, joilla voidaan operoi-
da diskreettinä ajanhetkinä 0, 1, 2, . . . , T . Markkinoilla on d + 1 arvopaperia, joiden ar-
voa kuvataan komponenteilla Si(t), jossa i ∈ {0, 1, . . . , d} on haluttu arvopaperi ja t ∈
{0, 1, . . . , T} on ajanhetki. Sovitaan, että ensimmäinen arvopaperi 0 on aikaisemmin mai-
nittu riskitön arvopaperi. Olkoon se jatkossa vuoden nollakuponkibondi, jonka arvo het-
kellä 1 on S0(1) = 1 melkein varmasti. Hetkellä 0 nollakuponkibondi saa arvokseen
S0(0) =
1
1 + r
, kun r ≥ 0 on vuosikorko. Loppujen riskillisten arvopapereiden arvot
Si ovat yleisesti tunnettuja hetkellä 0 ja ne muodostavat nollakuponkibondin kanssa ar-
vopaperivektorin
S(0) = (S0(0), S1(0), . . . , Sd(0)).
Vastaavasti arvopapereiden tulevat hinnat eivät ole tiedossa etukäteen ja niitä merkitään
ei-negatiivisillä satunnaismuuttujilla Si(t, ω), joista jokainen on määritelty todennäköi-
syyskentässä (Ω, F , P ), missä Ω kuvaa kaikkien sallittujen alkeistapausten joukkoa, F
on sigma-algebra ja P todennäköisyysmitta. Arvopapereiden diskontatut hinnat saadaan
jakamalla niiden hetken t arvo korkoutuksella r > −1, jolloin arvopaperin i diskontatuksi
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arvoksi muodostuu
Xi(t) =
Si(t)
(1 + r)t
.(1.1)
Arvopapereiden hintaprosessi muodostaa informaatiorakenteen, jonka oletetaan ole-
van sijoittajien tiedossa. Toisin sanoen hetkellä t oletetaan, että jokaisella sijoittajalla on
tiedossa kaikki hetkeen t mennessä toteutuneet arvopapereiden hinnan muutokset. Tä-
män informaation kuvaamiseen käytetään σ-algebraa Ft ja sen muodostamaa alisigma-
algebrajonoa {Ft | t = 0, 1, 2, . . . , T} kutsutaan historiaksi , jos
F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ FT ,
missä F0 = {∅,Ω} ja FT = F . Lisäämällä näin saatu historia todennäköisyysavaruuteen
on muodostettu stokastinen kenttä
(Ω,F ,F, P ), jossa F = (F0,F1, . . . ,FT ).
Jokainen sijoittaja muodostaa itsellensä oman strategian {θ(t) | t = 0, 1, . . . , d}. Kom-
ponentti θi(t), joka on Ft−1 mitallinen, tulkitaan tässä arvopaperin i lukumääräksi hetkellä
t− 1. Toisin sanoen sijoittaja rakentaa hetkellä t− 1 historiaan Ft−1 nojaten salkun
θ(t) = (θ0(t), θ1(t), . . . , θd(t))
T ,(1.2)
jota hän pitää hallussansa hetkeen t asti. Salkun varallisuus periodin loppuun mennessä
[t− 1, t) on siis
V (t) = S(t)θ(t) =
d∑
i=0
Si(t)θi(t).(1.3)
Jos salkku pystytään muodostamaan käyttäen vain strategian aikaisemmin muodostamaa
varallisuutta
V (t) = S(t)θ(t) = S(t)θ(t+ 1), t = 1, . . . , T − 1,(1.4)
kutsutaan strategiaa {θ(t)} omavaraiseksi.
1.2 Arbitraasi mahdollisuuksista ja martingaaleista
Yksi tärkeimmistä käsitteistä arvopaperimarkkinoilla on arbitraasi. Kyseessä on tilanne,
jossa pystytään tekemään voittoa ilman riskiä. Arbitraasimahdollisuus saadaan aikaisek-
si esimerkiksi instrumenteilla, joilla on eri markkinoille muodostunut eri hinnat. Tällöin
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sijoittajat hyödyntävät syntynyttä tilaisuutta ostamalla markkinoilta, joilla arvopaperei-
den hinnat ovat alempia ja tämän jälkeen myymällä toisilla markkinoilla, joilla hinnat
olivat vastaavasti korkeampia. Pitkäaikaisia arbitraasitilanteita on kuitenkin harvoin, sil-
lä jos sellainen syntyy, niin markkinoilla toimivat osapuolet alkavat hyödyntää sitä, jolloin
hintaero ja sitä myöten myös arbitraasi katoavat.
Määritelmä 1.1. (Arbitraasi). Omavaraista strategiaa kutsutaan arbitraasimahdollisuu-
deksi, jos
S(0)θ(1) ≤ 0,
S(T )θ(T ) ≥ 0 m.v.
ja
P(S(T )θ(T ) > 0) > 0.
Edellisen kaltainen salkku antaa omistajalleen mahdollisuuden tehdä rahaa tyhjäs-
tä ja ajaa näin markkinat epätasapainoon. Tästä johtuen on tutkinnan ja analysoinnin
kohteena yleensä markkinat, joilla ei ole mahdollisuutta arbitraasiin. Tällöin puhutaan
arbitraasivapaista markkinoista. Seuraavassa nähdään arbitraasin selvä yhteys todennä-
köisyysmittoihin.
Määritelmä 1.2. (Martingaali). Stokastista prosessia X = {X(t) | t = 0, 1, . . . , T} kut-
sutaan martingaaliksi, jos X on sopiva, E(|X(t)|) <∞ kaikilla t, sekä
E(X(t)) | Ft−1) = X(t− 1), kaikilla t,
Määritelmä 1.3. Todennäköisyysmittaa Q kutsutaan martingaalimitaksi, jos diskontat-
tu hintaprosessi X on Q-martingaali. Toisin sanoen jos EQ(|X(t)|) <∞ kaikilla t, sekä
EQ(X(t)) | Ft−1) = X(t− 1), kaikilla t.
Mittoja P ja Q kutsutaan keskenään ekvivalenteiksi martingaalimitoiksi, jos
P(A) = 0 ⇔ Q(A) = 0, ∀A ∈ F .(1.5)
Vastaavasti mitat ovat lokaalisti ekvivalentit, jos ekvivalenttius pätee vain tietyillä jou-
koilla. Tällöin on mahdollista muun muassa rajoittautua vain tiettyyn haluttuun tai itselle
sopivaan osaan historiasta.
Martingaalit ovat siis sellaisia prosesseja, joiden tulevaisuuden odotusarvo vastaa tä-
män päivän arvoa. Seuraava niin sanottu arbitraasihinnoittelun 1. päälause esitetään muis-
tin virkistykseksi ja jätetään tästä syystä todistamatta. Jos lause ei ole tuttu, löytyy to-
distus useista kirjallisista lähteistä 1.
1Eräs arbitraasihinnoittelun 1. päälauseen todistus löytyy muun muassa kirjasta [2]
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Lause 1.4. Markkinat ovat arbitraasivapaat, jos ja vain jos on olemassa todennäköisyyden
P kanssa ekvivalentti todennäköisyysmitta Q siten, että diskontattu hintaprosessi
Xi(t) =
Si(t)
(1 + I(1)) · · · (1 + I(t)) kaikilla t,(1.6)
on Q-martingaali kaikilla i = 0, 1, . . . , d.
1.3 Täydelliset markkinat
Mallin 1.1 mukaisilla markkinoilla täydellisyys määritellään seuraavasti.
Määritelmä 1.5. Arbitraasivapaata markkinamallia kutsutaan täydelliseksi, jos jokai-
nen satunnaismuutuja X kentällä (Ω,F) pystytään toistamaan, eli löydetään sellaiset
omavaraiset strategiat {θ(t) | t = 1, . . . , T}, joilla
X = θ(T )S(T ) m.v.
Täydelliset markkinamallit ovat siis tarkalleen ne mallit, joissa jokaisella vaateella on
uniikki ja yksikäsitteinen arbitraasivapaa hinta. Tämä ominaisuus on kuitenkin hyvin har-
vinainen diskreetin ajan tarkasteluissa. Seuraavaa lausetta markkinoiden täydellisyydes-
tä kutsutaan usein myös arbitraasiteorian toiseksi päälauseeksi. Tämäkin lause jätetään
kuitenkin todistamatta, kuten edellä tehtiin.
Lause 1.6. Arbitraasivapaat markkinat ovat täydelliset, jos ja vain jos on olemassa tasan
yksi ekvivalentti riskineutraali todennäköisyysmitta.
1.4 Lineaarialgebrasta ja matriiseista
Jatkossa, eritoten tarkastaltaessa keskineliöpoikkeaman minimointiin perustuvaa suojaus-
ta usealla riskillisellä arvopaperilla, tullaan tarvitsemaan matriisilaskennan ja lineaarial-
gebran perusominaisuuksia. Käydään siis seuraavassa läpi kummankin tärkeimpiä omi-
naisuuksia.
1.4.1 Matriisilaskennasta
Matriisit tarjoavat meille tarvittaessa mahdollisuuden käsitellä helposti useasta muuttu-
jasta riippuvia ilmiöitä, kuten juurikin arvopapereiden hinnan muutoksia pitkällä ajan
juoksulla.
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Määritelmä 1.7. Olkoot n ≥ 1 ja m ≥ 1 kokonaislukuja. Tällöin lukukaavio
A = [aij] =

a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...
...
. . .
...
an1 an2 · · · anm

on n×m-matriisi. Jos m = 1, on kysessä vektori.
Tärkeä erikoistapaus on n×n-matriisi, jossa diakonaalialkiot [a11 . . . ann] ovat ykkösiä
ja loput alkiot nollia. Tällöin matriisia kutsutaan yksikkömatriisiksi In.
In =

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · 1
 .
Peruslaskutoimituksista matriisien summa määritellään vastinalkioiden summan avulla ja
voidaan toteuttaa vain samankaltaisille matriiseille. Vastaavasti matriisien tulo saadaan
muodostettua ensimmäisen matriisin vaakarivien ja toisen matriisin pystyrivien pistetu-
loista.
Määritelmä 1.8. (Matriisien yhteenlasku). n×m-matriisien A = [aij] ja B = [bij] summa
on n×m-matriisi C = A+B = [cij], jossa cij = aij + bij.
Määritelmä 1.9. (Matriisien tulo). n×m-matriisin A = [aij] ja m×p-matriisin B = [bij]
tulo on n× p-matriisi C = AB = [cij], jossa
cij =
m∑
k=1
aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aikbkj, i = 1, . . . , n ja j = 1, . . . , p.
Oletetetaan matriisien olevan määritelmien 1.8 ja 1.9 mukaisia, tällöin seuraavat las-
kusäännöt ovat voimassa:
(i) (AB)C = A(BC),
(ii) A(B + C) = AB + AC,
(iii) (A+B)C = AC +BC.
7
1 ALUSTUS
Huomataan kuitenkin, ettei matriisituloa voida täysin rinnastaa vastaavaan reaalilukujen
kertolaskuun. Suurin ero on, ettei AB ole yleisesti sama kuin BA, edes vaikka matriisit
olisivat määritelmän 1.9 mukaisia. Poikkeuksia on kuitenkin olemassa, kuten muun muassa
käänteismatriisit. Tämän lisäksi tulo AB voi saada arvon 0, vaikka A 6= 0 ja B 6= 0.
Seuraavat kaksi määritelmää ja lause esittävät matriisin transpoosin, sen tärkeitä omi-
naisuuksia ja miten saadaan muodostettua edellä mainittu käänteismatriisi. Näistä jo-
kainen tulee olemaan jatkossa erittäin hyödyllinen työväline, kun ratkaistaan riskillisten
arvopapereiden osuuksia.
Määritelmä 1.10. (Transpoosi). n×m-matriisin A = [aij] transpoosi, eli m×n-matriisi
A> = [aji] saadaan vaihtamalla rivit ja sarakkeet keskenään. Toisin sanoen A> = [aij]> =
[aji].
Lause 1.11. Olkoot A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×p ja t ∈ R. Tällöin
1. (A>)> = A,
2. (AB)> = B>A>,
3. (tA)> = tA>.
Todistus. Kaikki kolme kohtaa saadaan todistettua helposti laskemalla alkioittain läpi.
1. [A>]>ij = [A]
>
ji = [A]ij,
2. [AB]>ij = [AB]ji =
∑m
k=1 ajkbki =
∑m
k=1 bkiajk =
∑m
k=1 b
T
ika
>
kj = [B
>A>]ij,
3. [tA]>ij = [tA]ji =
∑m
k=1(ta)jk = t
∑m
k=1 ajk = t[A]ji = t[A]
>
ij kaikilla i ja j.
Määritelmä 1.12. (Käänteismatriisi). Olkoon A n × n-matriisi ja B sellainen n × n-
matriisi, että AB = In ja BA = In. Nyt B on A:n käänteismatriisi, eli B = A
−1. Matriisia
A kutsutaan lisäksi ortoganaaliseksi, jos A−1 = A>. Tällöin A>A = In ja AA> = In, eli
matriisin A sarakkeet ja rivit ovat kohtisuorassa toisiaan vasten.
1.4.2 Satunnaismuuttujista ja -matriiseista
Olkoon Zij, i = 1, . . . , n ja j = 1, . . . ,m reaaliarvoisia satunnaismuuttujia. Tällöin Z =
[Zij] on n × m satunnaismatriisi ja sen odotusarvo on E[Z] = E[Zij]. Hyödyntämällä
reaaliarvoisten satunnaismuuttujien tunnettua lineaarisuusominaisuutta
E[aX + bY + c] = aE[X] + bE[Y ] + c
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sekä määritelmiä 1.8 ja 1.9, saadaan
E[AZB + C] = AE[Z]B + C(1.7)
ja
E[AX +BY ] = AE[X] +BE[Y ].(1.8)
Määritelmä 1.13. Satunnaisvektorien X = [X1 . . . Xn]
> ja Y = [Y1 . . . Ym]> välinen
kovarianssimatriisi on
Cov(X, Y ) = E [(X − E [X])(Y − E [Y ])] ,(1.9)
joka on n×m-matriisi. Jos X = Y , on satunnaisvektorin X kovarianssimatriisi
Cov(X) = Cov(X,X) = E
[
(X − E [X])(X − E [X])>]
= Var(X).
Matriisien A ja B ollessa kuten tuloksessa 1.8, niin tällöin ei-satunnaiset matriisit
voidaan sijoittaa ulos kovarianssista seuraavasti
Cov(AX,BY ) = E
[
AX − AE [X])(BY −BE [Y ])>]
= E
[
A(X − E [X])(Y − E [Y ])>BT ]
= ACov(X, Y )B>
ja vastaavasti kun X = Y
Cov(AX) = ACov(X)A>.(1.10)
Esitetään vielä viimeisenä jatkossa tärkeä kovarianssin perusominaisuus, eli satunnais-
muutujien paikalla ei ole väliä, mikä on suora seuraus määritelmästä 1.13.
Cov(X, Y ) = Cov(Y,X)(1.11)
1.4.3 Ehdollisesta odotusarvosta
Tutkittaessa tilanteita, joissa joudutaan ottamaan arvopapereiden hinnan muutosten his-
toria huomioon, täytyy meidän hyödyntää ehdollisen odotusarvon perusominaisuuksia.
Näytetään ja todistetataan seuravassa muutama näistä ominaisuuksista.
Määritellään aluksi ehdollinen odotusarvo samoin kuin lähteessä Sottinen [10]. Ehdol-
linen odotusarvo voidaan siis esittää seuraavasti Andrey Kolmogorovilta peräisin olevalta
operationaalisella menetelmällä.
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Määritelmä 1.14. Olkoon F ∈ G ali-σ-algebra. Satunnaismuuttujan X ∈ L1 ehdollinen
odotusarvo on tällöin se melkein varmasti yksikäsitteinen satunnaismuuttuja E [X | F ],
jolle
E [E [X | F ] 1A] = E [X1A]
kaikilla A ∈ F .
Nyt hyödyntämällä tätä määritelmää 1.14 pystytään helposti todistamaan seuraavat
ehdollisen odotusarvon ominaisuudet, joita tarvitaan jatkossa usean periodin mittaisissa
tarkasteluissa.
Lause 1.15. Olkoot a, b ∈ R, X, Y ∈ L1 ja F ⊂ G ali-σ-algebra. Tällöin
(i) E [X | F ] ≥ 0, kun X ≥ 0,
(ii) E [aX + bY | F ] = aE [X | F ] + bE [Y | F ],
(iii) E [E [X | G] | F ] = E [X | F ] = E [E [X | F ] | G] .
Todistus. (i) Ensimmäinen kohta saadaan helposti osoittamalla Kolmogorovin määritel-
mää hyväksikäyttäen, että
[X1A] ≥ 0
kaikilla A ∈ F . Tämä on kuitenkin selvää, sillä selvästi X1A ≥ 0, kun X ≥ 0.
(ii) Selvästi aE [X | F ] + bE [Y | F ] on F -mitallinen. Täytyy siis vain osoittaa, että
E [(aE [X | F ] + bE [Y | F ]) 1A] = E [(aX + bY ) 1A]
kaikilla A ∈ F . Tämä on kuitenkin suoraan seurausta ehdottoman odotusarvon lineaari-
suudesta sekä ehdollisen odotusarvon määritelmästä, sillä kaikille A ∈ F pätee
E [(aX + bY ) 1A] = E [aX1A + bY 1A]
= aE [X1A] + bE [Y 1A]
= aE [E [X | F ] 1A] + bE [E [Y | F ] 1A]
= E [(aE [X | F ] + bE [Y | F ]) 1A] .
(iii) Oikeanpuoleinen yhtälö pätee selvästi, sillä E [X |F ] on F -mitallinen ja siten myös
alun oletusten mukaan G-mitallinen. Vastaavasti saadaan vasen yhtälö. Kun A ∈ F , niin
tällöin johdonmukaisesti A ∈ G. Tästä seuraa
E [E [E [X | G] | F ] | 1A] = E [E [X | G] | 1A] = E [X | 1A] = E [E [X | F ] | 1A] .
kaikilla A ∈ F . Saatiin siis osoitettua kummatkin puolet F -mitallisiksi, joten väite pätee.
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Lause 1.16. Olkoon Y ∈ L1. Tällöin jos Y on riippumaton σ-algebrasta F , niin
E [Y | F ] = E [Y ] .
Todistus. Deterministinen E [Y ] on varmasti mitallinen minkä tahansa ali-σ-algebran suh-
teen, joten mitallisuus pätee. Täytyy siis osoittaa vain, että
E [E [Y ] 1A] = E [Y 1A]
kaikilla A ∈ F . Nyt koska Y on riippumaton ali-σ-algebrasta F , niin satunnaismuuttujat
Y ja 1A ovat riippumattomia kaikilla A ∈ F . Siten siis
E [Y 1A] = E [Y ]E [1A] ,
mistä väite seuraa.
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2 Dynaaminen suojaus
Oletetaan, että sijoittaja tekee sopimuksen, joka velvoittaa hänet maksamaan tietyn ra-
hasumman X(ω) sovittuna tulevaisuuden ajankohtana T tilan ω toteutuessa. Kyseessä
voi hyvin olla esimerkiksi sijoittajan myymä Eurooppalainen osto-optio. Tällöin myy-
jän tavoitteena on muodostaa strategia {θ(t)} siten, että salkun hetken T arvo vastaa
osto-option hintaa X. Näin sijoittaja pyrkii suojautumaan sopimukseen liittyvien riskien
aiheuttamilta mahdollisilta tappiolta. Riskiä voidaan kuitenkin mitata eri tavoin ja suo-
jausmenetelmän valintakin on oma prosessinsa. Tarkastellaan seuraavassa erästä hieman
tarkemmin.
2.1 Keskineliöpoikkeaman minimointiin perustuva suojaus
Sijoittajan on siis järkevää turvautua suojaukseen, jos se pienentää kertyvää riskiä. Seu-
raavassa esitellään eri markkinatilanteissa keskineliöpoikkeaman minimointiin perustuvaa
suojausta. Kuten jokaisella suojausmenetelmällä, löytyy siitä sekä hyviä, että huonoja
puolia. Ongelmia voidaan laskea aiheuttavan se, että siinä voitot ja tappiot käsittellään
samalla tavalla, mutta toisaalta juuri tuo symmetrinen lähestymistapa on sen suurin vah-
vuus loppupeleissä.
Tulkitaan seuraavassa edellä esitelty vaade X, joka on mielivaltainen satunnaismuu-
tuja todennäköisyyskentällä (Ω, F , P), rahamääräksi, jonka sijoittaja joutuu maksamaan
hetkellä T . Tarkoituksena on tutkia lokaalia versiota minimointiongelmasta, eli otetaan
salkun valintakriteeriksi keskineliöpoikkeaman
(2.1) E
[
(X − θ(T )S(T ))2]
minimointi, missä tavoitteena on määrätä minivoivat alkupanos V ja strategia {θ(t)}.
Oletetaan, että markkinat eivät ole määritelmän 1.5 mukaisesti täydelliset. Jos näin
olisi, voisi sijoittaja helposti poistaa muodostuvan riskin hankkimalla hetkellä 0 toistavan
salkun, eli markkinoilla olevien arvopapereiden lineaarikombinaation, jonka arvo vastaisi
vaateen X arvoa kaikissa mahdollisissa tulevaisuuden tiloissa ω. Olkoon lisäksi laskujen
yksinkertaistamiseksi riskittömän arvopaperin korko r jatkossa nolla.
Tutkitaan aluksi pelkistettyä mallia, jossa markkinoilla on vain ja ainoastaan yksi
riskillinen arvopaperi.
2.1.1 Yhdellä riskillisellä arvopaperilla, kun maksuhetki T = 1
Olkoon markkinamalli kohdan 1 mukainen, kuitenkin yksinkertaistettuna siten, että mark-
kinoilla on vuoden nollakuponkibondin lisäksi vain ja ainoastaan yksi riskillinen arvopa-
peri. Aloitetaan tarkastelu yhden periodin tilanteesta, jossa sijoittaja joutuu maksamaan
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vaateen hinnan X jo seuraavana mahdollisena ajanhetkenä, eli hetkellä T = 1. Tällöin si-
joittaja, suojautuakseen mahdollisilta tappioilta, hankkii hetkellä 0 salkun (θ0(1), θ1(1))
T .
Salkun alkuvarallisuus V (0) muodostuu hankituista arvopapereista
V (0) = θ0(1) + θ1(1)S1(0).(2.2)
Maksuhetkellä sijoittaja joutuu maksamaan vastaosapuolelle sopimuksen mukaisen ra-
hamäärän X. Tällöin sijoittajan tavoitteena on selvästi, että hetkellä 1 muodostettavan
salkun (θ0(2), θ1(2))
T arvo V (1) vastaa vaateen hintaa X. Toisin sanoen
V (1) = θ0(2) + θ1(2)S1(1) = X.(2.3)
Määritelmä 2.1. Kumulatiivinen kustannus C(t) muodostuu, kun poistetaan salkun
hetken t arvosta kertynyt hyöty G(t)
C(t) = V (t)−G(t), t = 0, 1, . . . , T,(2.4)
missä
G(0) = 0
ja
G(t) =
t∑
j=1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)), t = 0, 1, . . . , T.
Pyörittelemällä yhtälöä (2.4) huomataan, että rahamäärä X voidaan esittää kustan-
nusten syntymisen näkökulmasta. Tällöin alku- ja maksuhetkien kertyneiksi kustannuk-
siksi saadaan
C(0) = V (0)−G(0)(2.5)
= θ0(1) + θ1(1)S1(0)
ja
C(1) = V (1)−G(1)(2.6)
= θ0(2) + θ1(2)S1(1)− θ1(1)(S1(1)− S1(0))
= X − θ1(1)(S1(1)− S1(0)).
Hetkellä 0 sijoittaja siis sijoittaa omia varojaan määrän C(0). Vastaavasti hetkellä T = 1
sijoittajalle jää maksettavaksi erotus C(1)− C(0) sijoitusten epäonnistuessa.
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Määritelmä 2.2. Lokaali riskiprosessi Rlok on prosessi
Rlok(t) = E
[
(C(t)− C(t− 1))2|Ft−1
]
, t = 0, 1, . . . , T − 1.(2.7)
Nyt sijoittamalla edellä saadut kumulatiivisten kustannusten arvot yhtälöön (2.7),
saadaan
Rlok(1) = E
[
(C(1)− C(0))2]
= E
[
(X − θ1(1)S1(1) + θ1(1)S1(0)− θ0(1)− θ1(1)S1(0))2
]
= E
[
(X − θ0(1)− θ1(1)S1(1))2
]
= E
[
(X − V (0)− θ1(1)S1(1) + θ1S1(0))2
]
.(2.8)
Lokaali riskiprosessi saatiin haluttuun muotoon ja tavoitteena on siis löytää yhden pe-
riodin aikana kertyneiden kustannusten keskineliöpoikkeaman minivoiva strategia {θ(1)}
ja optimaalinen alkupanos V (0). Kiinnitetään ensin salkku ja minimoidaan alkupanoksen
suhteen
∂
∂V (0)
Rlok(1) =
∂
∂V (0)
E
[
(X − V (0)− θ1(1)(S1(1)− S1(0)))2
]
= −2 · E [(X − V (0)− θ1(1)(S1(1)− S1(0)))(S1(1)− S1(0))] ,
jolloin optimaaliseksi alkupanokseksi saadaan
V (0) = E [X]− θ1(1)E [S1(1)− S1(0)] .
Etsitään seuraavaksi riskin minivoiva salkku, eli kiinnitetään tällä kertaa vastaavasti al-
kuvarallisuus, ja minimoidaan yhtälö (2.8) riskillisen arvopaperin θ1(1) suhteen
∂
∂θ1(1)
Rlok(1) =
∂
∂θ1(1)
E
[
(X − V (0)− θ1(1)(S1(1)− S1(0)))2
]
=
∂
∂θ1(1)
E [(X − E [X] + θ1(1)E [S1(1)− S1(0)]
− θ1(1)(S1(1)− S1(0)))2
]
= −2 · E [(X − E [X]− θ1(1)((S1(1)− S1(0))− E [(S1(1)− S1(0)]))
· ((S1(1)− S1(0))− E [S1(1)− S1(0)])]
= E [(X − E[X])((S1(1)− S1(0))− E [S1(1)− S1(0)])])
− θ1(1)(E
[
(S1(1)− S1(0))2 − E [S1(1)− S1(0)]2
]
)
= Cov(X,S1(1)− S1(0))− θ1(1)Var(S1(1)− S1(0)),
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jossa viimeinen yhtälö pätee määritelmän 1.13 mukaisesti. Optimaaliseksi arvoksi saadaan
θ1(1) =
Cov(X,S1(1)− S1(0))
Var(S1(1)− S1(0)) .
Yhden periodin ja riskillisen arvopaperin tapauksessa käytettäessä keskineliöpoikkea-
man minimointiin perustuvaa suojausta, tulee salkuksi (θ0(1), θ1(1)) = (θ˜0(1), θ˜1(1)) valita
θ˜0(1) = V˜ (0)− θ˜1(1)S1(0),(2.9)
θ˜1(1) =
Cov(X,S1(1)− S1(0))
Var(S1(1)− S1(0))(2.10)
ja tehdä alussa panostus V (0) = V˜ (0)
V˜ (0) = E [X]− θ˜1(1)E [S1(1)− S1(0)] .(2.11)
2.1.2 Yhdellä riskillisellä arvopaperilla, kun T ≥ 2
Seuraavassa tarkastellaan tilannetta, jossa alustuksen 1 mukaisilla markkinoilla on edel-
leen vain yksi riskillinen arvopaperi mutta sijoittajan maksuhetki on kauempana tulevai-
suudessa. Tavoite on edelleen sama, eli pyritään suojautumaan mahdollisimman hyvin
sopimuksen tuomilta riskeiltä. Edellistä mukaillen saadaan salkun arvoksi
V (t) = θ0(t+ 1) + θ1(t+ 1)S1(t), kun t ≤ T − 1,
jolloin sama on maksuhetkellä T = t selkeästi
V (T ) = θ0(T + 1) + θ1(T + 1)S1(T ) = X.
Tällöin sijoittajalle ajan myötä kertyviksi kustannuksiksi muodostuu
C(t) = V (t)−G(t)
= θ0(t+ 1) + θ1(t+ 1)S1(t)−
t∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)),
kun t = 2, . . . , T − 1 ja lopussa
C(T ) = θ0(T + 1) + θ1(T + 1)S1(T )−
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
= X −
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)).
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Jälleen sijoittajan vastuulle jää laittaa hetkellä t−1 omia varojaan peliin määrän C(t−1)
verran ja jos sijoitukset menevät puihin tulee sijoittajan korvata erotus C(t) − C(t − 1)
vastaajalle.
Minimoidaan yhden periodin mallin mukaisesti kertyneiden kustannusten keskineliö-
poikkeamaa ja valitaan siten optimaalinen panos V (T−1) ja strategia {θ(T )}, joilla sijoit-
tajan varallisuus hetkellä T aproksimoituu vaateen arvoon X. Edellisestä tilanteesta poi-
keten tulee sijoittajan ottaa huomioon riskillisen arvopaperin arvon muutosten historia,
jonka oletamme olevan jokaisen sijoittajan tiedossa. Yhtälö (2.2) muuttuu siis muotoon
Rlok(T ) = E
[
(C(T )− C(T − 1))2 | FT−1
]
= E
[
(X −
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
−V (T − 1) +
T−1∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)))2 | FT−1
]
= E
[
(X − V (T − 1)− θ1(S1(T )− S1(T − 1)))2 | FT−1
]
.(2.12)
Huomataan, että suojauksen toteuttavat optimaaliset arvot ovat FT−1-mitallisia satun-
naismuuttujia. Lisäksi voidaan huomata selkeä yhteneväisyys yhden periodin mallin kans-
sa. Toisin sanoen optimaaliset arvot saadaan samankaltaisilla laskuilla kuin edellä. Het-
kellä T − 1 muodostettavaan salkkuun tulee panostaa
∂
∂V (T − 1)R
lok(T ) =
∂
∂V (T − 1)E
[
(X − V (T − 1)− θ1(S1(T )− S1(T − 1)))2 | FT−1
]
= −2 · E [(X − V (T − 1)− θ1(S1(T )− S1(T − 1)))2 | FT−1]
= E [X|FT−1]− V (T − 1)− E [θ1(T )(S1(T )− S1(T − 1)) | FT−1] ,
jolloin
V (T − 1) = E [X|FT−1]− θ1(T )E [S1(T )− S1(T − 1) | FT−1] .
Riskillisen arvopaperin θ1(T ) määräksi saadaan tällöin
∂
∂θ1(T )
Rlok(T ) =
∂
∂θ1(T )
E
[
(X − V (T − 1)− θ1(T )(S1(T )− S1(T − 1)))2 | FT−1
]
=
∂
∂θ1(T )
E [(X − E [X] + θ1(T )E [S1(T )− S1(T − 1)]
− θ1(T )(S1(T )− S1(T − 1)))2 | FT−1
]
= Cov(X,S1(T )− S1(T − 1) | FT−1)
− θ1(T )Var(S1(T )− S1(T − 1) | FT−1),
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eli
θ1(T ) =
Cov(X,S1(T )− S1(T − 1) | FT−1)
Var(S1(T )− S1(T − 1) | FT−1) .
Yhden riskillisen arvopaperin mallissa sijoittajan kannattaa siis keskineliöpoikkeaman mi-
nimointiin perustuvaa suojausta käyttäessä valita salkuksi (θ0(T ), θ1(T ))
θ˜0(T ) = V˜ (T − 1)− θ˜1(T )S1(T − 1),
θ˜1(T ) =
Cov(X,S1(T )− S1(T − 1) | FT−1)
Var(S1(T )− S1(T − 1) | FT−1) ,
jota hyödyntämällä alkuvarallisuuden määräksi V (T − 1) saadaan muodostettua
V˜ (T − 1) = E [X | FT−1]− θ˜1(T )E [S1(T )− S1(T − 1) | FT−1] .
Katsotaan vielä lopuksi, miten salkku ja sen arvo määritellään ennen annettua mak-
suhetkeä. Kun tutkitaan lokaalia mallia, minimoidaan jatkuvasti tulevan hetken kustan-
nuksia. Hetkellä T − 1 valitaan salkku, jonka arvo on V˜ (T − 1), jolloin hetkellä T − 2
minimoidaan siis aikavälin [T − 2, T − 1) kustannuksia, jotka ovat
C(T − 1)− C(T − 2)
= V˜ (T − 1)− V (T − 2)− θ1(T − 1)(S(T − 1)− S(T − 2)).
Määrätään jälleen V (T − 2) ja salkku θ(T − 1) siten, että lokaaliriskiprosessi
Rlok(T − 1) = E [(C(T − 1)− C(T − 2))2 | FT−2]
minimoituu. Tämän jälkeen toimitaan vastaavasti hetkinä T − 3, . . . , t, jolloin sijoittajan
pyrkimyksenä onkin itseasiassa minimoida jäljellä olevaa riskiä
Rlok = E
[
(C(t)− C(t− 1))2 | Ft−1
]
.(2.13)
Optimaalinen sijoitettavan varallisuuden määrä V (t−1) saadaan yksinkertaisesti hyödyn-
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tämällä ketjuttamista.
V (t− 1) = E [V (t)− θ1(t)(S1(t)− S1(t− 1)) | Ft−1]
= E [E [V (t+ 1)− θ1(t)(S1(t+ 1)− S1(t)) | Ft]
− θ1(t)(S1(t)− S1(t− 1)) | Ft−1]
= E [V (t+ 1)− θ1(t)(S1(t+ 1)− S1(t))
− θ1(t)(S1(t)− S1(t− 1)) | Ft−1]
= E
[
V (t+ 1)−
t+1∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
= E [E [V (t+ 2)− θ1(t)(S1(t+ 2)− S1(t+ 1)) | Ft+1]
−
t+1∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
= E
[
V (t+ 2)−
t+2∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
= E [E [V (t+ 3)− θ1(t)(S1(t+ 3)− S1(t+ 2)) | Ft+2]
−
t+2∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
= E
[
V (t+ 3)−
t+3∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
= . . . ,
josta saadaan lopulta
V˜ (t− 1) = E
[
X −
T∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]
.
Sijoitetaan nyt edellä saatu varallisuus yhtälöön (2.13), jolloin käsiteltävä yhtälö näyt-
tää seuraavalta.
E
[
(X − V˜ (t− 1)−
T∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)))2 | Ft−1
]
.
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Kiinnitetään tällä kertaa se, jolloin riskillisten arvopapereiden määrä on
∂
∂θ1(t)
E
[
(X − E
[
X −
T∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
]
−
T∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)))2 | Ft−1
]
=
∂
∂θ1(t)
E
[
(X −
T∑
j=t+1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
−E
[
X −
T∑
j=t+1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
]
− θ1(t)((S1(t)− S1(t− 1))− E [S1(t)− S1(t− 1)]))2 | Ft−1
]
= −2 · E
[
(X −
T∑
j=t+1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)
−E
[
X −
T∑
j=t+1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
]
− θ1(t)((S1(t)− S1(t− 1))− E [(S1(t)− S1(t− 1)]))
· ((S1(t)− S1(t− 1))− E [S1(t)− S1(t− 1)]) | Ft−1]
= Cov(X −
T∑
j=t+1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)), S1(t)− S1(t− 1) | Ft−1)
− θ1(t)Var(S1(t)− S1(t− 1) | Ft−1),
eli
θ˜1(t) =
Cov(X −∑Tj=t+1 θ˜1(j)(S1(j)− S1(j − 1)), S1(t)− S1(t− 1) | Ft−1)
Var(S1(t)− S1(t− 1) | Ft−1) .
Tällöin riskittömien arvopapereiden määräksi jää
θ˜0(t) = V˜ (t− 1)− θ˜1(t)S1(t− 1).
2.1.3 Usealla riskillisellä arvopaperilla, kun T = 1
Tarkastellaan seuraavaksi täysin alustuksen 1 kaltaista tilaa, eli markkinat ovat muuten
samanlaiset kuin edellä mutta riskillisiä arvopapereita on nyt yhden sijasta useita. Tämä
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luo uusia haasteita suojauksen muodostamiselle, vaikka lähtötilanne on sama kuin edellä,
eli keskineliöpoikkeaman yhtälön (2.1) minimointi. Aloitetaan jälleen tilanteesta, jossa
sijoittaja joutuu maksaamaan rahamäärän X jo seuraavana operointihetkenä T = 1.
Sijoittaja hankkii tällä kertaa alkutilanteessa salkun (θ0(1), θ1(1), . . . , θd(1))
T , jolloin
hän sijoittaa alussa omia varojaan määrän C(0) = V (0), eli
V (0) = θ0(1) + θ1(1)S1(0) + . . .+ θd(1)Sd(0).(2.14)
Maksuhetkellä sijoittajan varallisuus on
V (1) = θ0(2) + θ1(2)S1(1) + . . .+ θd(2)Sd(1)(2.15)
= X,
jolloin maksettavaksi jää, jos jää, erotus C(1) − C(0). Tutkitaan jälleen määritelmän
2.1 mukaisten kumulatiivisten kustannusten lokaalin riskiprosessin yhtälöä (2.7). Tällöin
yhtälöksi saadaan
Rlok(1) = E
[
(C(1)− C(0))2]
= E
[
(X −
d∑
i=1
θi(1)(Si(1)− Si(0))− θ0(1)−
d∑
i=1
θi(1)Si(0))
2
]
= E
[
(X − θ0(1)−
d∑
i=1
θi(1)Si(1))
2
]
.(2.16)
Selvästi yhtälön (2.16) avattumuoto näyttää usean selittäjän lineaariselta regressiomal-
lilta Y = β0 + β1x1 + . . . + βdxd + , jossa virhe  vastaa riskiprosessia R
lok. Kannattaa
siis etsiä keskivirheen minimoiva estimaattori (MMSE), joka on meidän tapauksessamme
riskillisten arvopapereiden määrä. Hankkiudutaan kuitenkin ensin eroon yhtälössä (2.16)
olevasta riskittömän arvopaperin määrästä θ0, jotta yhtälö olisi helpommin käsiteltävissä.
∂
∂θ0
Rlok(1) =
∂
∂θ0
E
[
(X − θ0(1)−
d∑
i=1
θi(1)Si(1))
2
]
= −2 · E
[
(X − θ0(1)−
d∑
i=1
θi(1)Si(1))
]
= E [X]− θ0(1)− E
[
d∑
i=1
θi(1)Si(1)
]
,
jolloin
θ0(1) = E [X]− E
[
d∑
i=1
θi(1)Si(1)
]
.
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Sijoitetaan lopuksi saatu θ0(1) aiemmin avattuun lokaalin riskiprosessin yhtälöön (2.16),
jolloin yhtälö saadaan haluttuun muotoon
Rlok(1) = E
[
(X − E [X] + E
[
d∑
i=1
θi(1)Si(1)
]
−
d∑
i=1
θi(1)Si(1))
2
]
.
Merkitään tästä lähtien riskillisten arvopapereiden määrää ja arvoa vektoreina seu-
raavasti θ = [θ1(1) θ2(1) . . . θd(1)]
> ja S(t) = [S1(t)S2(t) . . . Sd(t)]
>. Lasketaan nyt uu-
delleenmuotoiltu yhtälö auki.
Rlok(1) = E
[
(X − E [X] + θ>E [S(1)]− θ>S(1))2]
= E
[
((X − E [X])− θ>(S(1)− E [S(1)]))2]
= E
[
(X − E [X])2 − (X − E [X])(S(1)− E [S(1)])>θ
− θ>(S(1)− E [S(1)])(X − E [X]) + (S(1)− E [S(1)])2]
= Cov(X)− Cov(X,S(1))θ − θ>Cov(S(1), X) + θ>Cov(S(1))θ.
Viimeiseen muunnokseen kovariansseiksi käytettiin tulosta (1.9). Sijoittajan täytyy siis
laittaa riskillisiin arvopapereihin keskineliöpoikkeaman minivoiva määrä θ.
∂
∂θ
Rlok(1) =
∂
∂θ
(Cov(X)− Cov(X,S(1))θ − θ>Cov(S(1), X) + θ>Cov(S(1))θ)
= −2 · Cov(S(1), X) + 2 · Cov(S(1))θ,
jolloin halutuksi optimaaliseksi määräksi θ = θ˜ saadaan
θ˜ = Cov(S(1))−1Cov(S(1), X).(2.17)
Viimeinen yhtäläisyys (2.17) saadaan hyödyntämällä matriisien kääntyvyyttä (1.12). Ole-
tetaan, että löydetään käänteismatriisi2 Cov(S(1))−1, joka on tällöin myös selvästi d× d-
matriisi. Vastaavasti θ˜ sekä Cov(S(1), X) ovat d× 1-matriiseja. Optimaalisen salkun jäl-
keen jää jäljelle etsiä optimaalinen alkuvarallisuus V˜0. Sijoitetaan seuraavaksi riskiproses-
sin yhtälöön (2.16) riskittömien arvopapereiden määrä yhtälöstä (2.14)
Rlok(1) = E
[
(X − θ0(1)− θ>S(1))2
]
= E
[
(X − V (0) + θ>S(0)− θ>S(1))2] .
2Singulaariset, eli kääntymättömät, matriisit ovat harvinaisia. Helpoiten niistä päästään eroon oletta-
malla matriisien olevan positiivisesti deﬁniittejä, jolloin käänteismatriisi löytyy aina. Vastaavasti voidaan
kuitenkin muun muassa etsiä Moore-Penrose-inverssi [1], missä yleistetty käänteismatriisi omaa osan
käänteismatriisin ominaisuuksista.
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Kuva 1: Matriisiesitys optimaalisesta riskillisten arvopapereiden määrästä
Kiinnitetään riskillisten arvopapereiden määrä θ ja minimoidaan alkupanoksen suhteen
∂
∂V (0)
Rlok(1) =
∂
∂V (0)
E
[
(X − V (0)− θ>(S(1)− S(0)))2]
= −2 · E [X − V (0)− θ>(S(1)− S(0))]
= E [X]− V (0)− θ>E [S(1)− S(0)] ,
jolloin hyödyntämällä matriisien ominaisuuksia ja aikaisemmin ratkaistua riskillisten ar-
vopapereiden määrää (2.17), saadaan minimaaliseksi arvoksi
V (0) = E[X]− Cov(X,S(1))>Cov(S(1))−1E[S(1)− S(0)].
Yhden periodin ja usean arvopaperin tapauksessa keskineliöpoikkeaman minimointiin
perustuvassa suojauksessa tulee salkuksi (θ˜0, θ˜) valita
θ˜0 = V˜ (0)− θ˜S(0),
θ˜ = Cov(S(1))−1Cov(S(1), X),
mikä vastaa kappaleen 2.1.1 tuloksia. Alkupanokseksi muodostuu edellisistä
V˜ (0) = E [X]− Cov(X,S(1))>Cov(S(1))−1E[S(1)− S(0)].
2.1.4 Usealla riskillisellä arvopaperilla, kun T ≥ 2
Tarkastellaan lopuksi todellisuuteen verrattaessa uskottavinta tilannetta. Heitetään siis
alustuksessa 1 esitetyn markkinamallin mukaisilla markkinoilla maksuhetki kauas tulevai-
suuteen. Toisin sanoen sijoittaja joutuu maksamaan summan X tulevaisuuden hetkenä
T ≥ 2. Oletetaan, että hänellä on jälleen tiedossansa historia aiemmista arvopapereiden
arvon muutoksista, kuten yhden riskillisen arvopaperin tapauksessa.
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Hetkellä t, kun t = 2, . . . , T − 1, sijoittajan salkun arvoksi muodostuu samaantapaan
kuin edellä
V (t) = θ0(t+ 1) + θ1(t+ 1)S1(t) + . . .+ θd(t+ 1)Sd(t)(2.18)
ja vastaavasti maksuhetkellä T = t
V (T ) = θ0(T + 1) + θ1(T + 1)S1(T ) + . . .+ θd(T + 1)Sd(T )(2.19)
= X.
Muodostetaan seuraavaksi, kuten aikaisemmissa luvuissa, määritelmän 2.1 mukaiset ku-
mulatiiviset kustannukset
C(T − 1) = V (T − 1)−
d∑
i=1
T−1∑
j=1
θi(j)(Si(j)− Si(j − 1))
ja
C(T ) = V (T )−
d∑
i=1
T∑
j=1
θi(j)(Si(j)− Si(j − 1)),
jotka sijoitetaan yhtälöön (2.2). Olkoon jatkossa θ = [θ1(T ) θ2(T ) . . . θd(T )]
T ja S(t) =
[S1(t)S2(t) . . . Sd(t)]
T , jolloin saadaan
Rlok(T ) = E
[
(C(T )− C(T − 1))2 | FT−1
]
= E
[
(V (T )−
d∑
i=1
T∑
j=1
θi(j)(S(j)− S(j − 1))− V (T − 1)
+
d∑
i=1
T−1∑
j=1
θi(j)(S(j)− S(j − 1)))2 | FT−1
]
= E
[
(X − V (T − 1)− θ>(S(T )− S(T − 1)))2 | FT−1
]
= E
[
(X − θ0(T )− θ>S(T − 1)− θ>(S(T )− S(T − 1)))2 | FT−1
]
= E
[
(X − θ0(T )− θ>S(T ))2 | FT−1
]
.
Yhtälö (2.2) saatiin siis muokattua samaan muotoon kuin yhden periodin tapauksessa,
eli voidaan etsiä keskivirheen minimoiva estimaattori (MMSE). Oletetaan jälleen, kuten
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kappaleessa 2.1.3, matriisin Cov(S(t) | Ft−1) olevan kääntyvä. Lähdetään liikkeelle riskit-
tömän arvopaperin θ0 poistamisesta yhtälöstä.
∂
∂θ0
Rlok(1) =
∂
∂θ0
E
[
(X − θ0(T )− θ>S(T ))2 | FT−1
]
= −2 · E [(X − θ0(T )− θ>S(T )) | FT−1]
= E [X|FT−1]− θ0(T )− E
[
θ>S(T ) | FT−1
]
,
eli saadaan
θ0(T ) = E [X|FT−1]− θ>E [S(T ) | FT−1] .(2.20)
Sijoitetaan nyt (2.20) takaisin riskiprosessin yhtälöön (2.2) ja lasketaan se auki
Rlok(T ) = E
[
(X − E [X | FT−1] + E
[
θ>S(T ) | FT−1
]− θ>S(T ))2 | FT−1]
= E
[
(X − E [X] + θ>(E [S(T )]− θ>S(T ))2 | FT−1
]
= E
[
((X − E [X])− θ>(S(T )− E [S(T )]))2 | FT−1
]
= E
[
(X − E [X])2 − (X − E [X])(S(T )− E [S(T )])>θ
− θ>(S(T )− E [S(T )])(X − E [X]) + θ>(S(T )− E [S(T )])2θ | FT−1
]
= Cov(X | FT−1)− Cov(X,S(T ) | FT−1)θ − θ>Cov(S(T ), X | FT−1)
+ θ>Cov(S(T ) | FT−1)θ.
Tällöin keskineliöpoikkeaman minivoivaksi riskillisten arvopapereiden määräksi θ = θ˜
saadaan
∂
∂θ
Rlok(T ) =
∂
∂θ
(Cov(X | FT−1)− Cov(X,S(T ) | FT−1)θ
− θ>Cov(S(T ), X | FT−1) + θ>Cov(S(1) | FT−1)θ)
= −2 · Cov(S(T ), X | FT−1) + 2 · Cov(S(1) | FT−1)θ,
josta saadaan käänteismatriisin ollessa olemassa
θ = Cov(S(T ) | FT−1)−1Cov(S(T ), X | FT−1).
Lopuksi otetaan alkuperäinen riskiprosessin yhtälö (2.2)
Rlok(T ) = E
[
(X − V (T − 1)− θ>(S(T )− S(T − 1))2 | FT−1
]
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ja etsitään optimaalinen hetkellä T − 1 arvopapereihin laitettava alkupanostus
∂
∂V (T − 1)R
lok(T ) =
∂
∂V (T − 1)E
[
(X − V (T − 1)− θ>(S(T )− S(T − 1)))2 | FT−1
]
= −2 · E [X − V (T − 1)− θ>(S(T )− S(T − 1)) | FT−1]
= E [X | FT−1]− V (T − 1)− θ>E [S(T )− S(T − 1) | FT−1]
= E [X | FT−1]− V (T − 1)− (Cov(S(T ) | FT−1)−1
·Cov(X,S(T ) | FT−1))>E [S(T )− S(T − 1) | FT−1]
eli
V (T − 1) = E [X | FT−1]− Cov(X,S(T ) | FT−1)>Cov(S(T ) | FT−1)−1
·E [S(T )− S(T − 1) | FT−1] .
Usean periodin mallissa, kun markkioilla on d + 1 arvopaperia, tulee sijoittajan käytet-
täessä keskineliöpoikkeaman minimointiin perustuvaa suojausta valita salkuksi (θ0, θ)
θ˜0 = V˜ (T − 1)− θ˜S(T − 1),
θ˜ = Cov(S(T ) | FT−1)−1Cov(S(T ), X | FT−1)
josta saadaan jälleen muodostettua hetkellä T − 1 laitettava alkupanos
V˜ (T − 1) = E [X | FT−1]− Cov(X,S(T ) | FT−1)>Cov(S(T ) | FT−1)−1
·E [S(T )− S(T − 1) | FT−1] .
Huomiona jälleen, että jokainen optimaalinen arvo on FT−1-mitallinen satunnaismuutuja.
Käydään vielä läpi, mitä sijoittajan tulee tehdä ennen maksuhetkeä usean arvopaperin
tapauksessa. Tavoitteena on aina saada tulevan hetken kustannukset mahdollisimman
pieniksi, eli jälleen minimoidaan jäljellä olevan riskin riskiprosessia
Rlok(t) = E
[
(C(t)− C(t− 1))2 | Ft−1
]
.
Nyt hetkellä t sijoittajan käyttämä varallisuus suojaavaan salkkuun on siis samaan tapaan
kuin yhden arvopaperin tapauksessa
V (t− 1) = E [V (t)− θ1(t)(S(t)− S(t− 1)) | Ft−1]
= E [E [V (t+ 1)− θ(t)(S(t+ 1)− S(t)) | Ft]
− θ(t)(S(t)− S(t− 1)) | Ft−1]
= E [V (t+ 1)− θ(t)(S(t+ 1)− S(t))− θ(t)(S(t)− S(t− 1)) | Ft−1]
= E
[
V (t+ 1)−
t+1∑
j=t
θ(j)(S(j)− S(j − 1)) | Ft−1
]
= . . .
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Optimaalinen hetkeen t varautuva sijoitus on siis
V˜ (t− 1) = E
[
X −
T∑
j=t
θ(j)(S(j)− S(j − 1)) | Ft−1
]
.
Sijoitetaan saatu varallisuus takaisin alkuperäiseen yhtälöön ja kiinnitetääns se.
∂
∂θ
E
[
(X − V (t− 1)−
T∑
j=t
θ(j)(S(j)− S(j − 1)))2 | Ft−1
]
= . . .
=
∂
∂θ
(Cov(X −
T∑
j=t+1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)))2 | Ft−1)
−Cov(X −
T∑
j=t+1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)))2, S(t) | Ft−1)θ
− θ>Cov(S(t), X −
T∑
j=t+1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)))2 | Ft−1)
+ θ>Cov(S(t) | Ft−1)θ)
= −Cov(S(t), X −
T∑
j=t+1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)))2 | Ft−1) + Cov(S(t) | Ft−1)θ,
jolloin minimoidut arvopapereiden määrät ovat
θ˜0(t) = V˜ (t− 1)− θ˜(t)S(t− 1),
θ˜(t) = Cov(S(t) | Ft−1)−1Cov(S(t), X −
T∑
j=t+1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)) | Ft−1).
Vastaavasti hetkellä t− 1 tehtävä panostus on
V˜ (t− 1) = E
[
X −
T∑
j=t+1
θ˜(j)(S(j)− S(j − 1)) | Ft−1
]
−Cov(X −
T∑
j=t+1
θ˜(j)(S(j)− S(j − 1)), S(t) | Ft−1)>Cov(S(t) | Ft−1)−1
·E [S(t)− S(t− 1) | Ft−1] .
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2.2 Lyhyesti muista dynaamisista suojausmenetelmistä
Edellisessä käytiin läpi lokaalia suojausta, vastaavasti toinen vaihtoehto olisi ollut tutkia
globaalia tapausta. Seuraavassa lyhyesti kuvattuna muutama kirjallisuudessa esiintyvä
dynaaminen suojausmenetelmä keskineliöpoikkeaman minimoinnin rinnalle.
2.2.1 Herkkyysmittareihin perustuva suojaus
Herkkyysmittarit kuvaavat optioiden hinnan herkkyyttä ja niitä kuvataan kreikkalaisten
kirjainten avulla. Tärkeimmäksi mittariksi voidaan sanoa option hinnanmuutoksia kuvaa-
vaa mittaa delta. Delta-suojauksen (delta-hedging) perusteena on pitää kokonaissijoituk-
sen arvo mahdollisimman muuttumattomana käymällä kauppaa optioiden lisäksi kohde-
etuuksilla. On selvää, että delta muuttuu jatkuvasti ajan kuluessa markkinoiden seurauk-
sena. Tästä seuraa, että myös suojausta tulee muuttaa jatkuvasti. Ongelmaksi syntyy
kaupankäynnissä syntyvät kustannukset, jotka syövät jatkuvan suojauksen mieluisuutta.
Muita herkkyysmittareita ovat gamma (deltan herkkyys kohde-etuuden muutoksille),
vega (option herkkyys volatiliteetin muutoksille), rho (herkkyys koron muutoksille) ja
theta (herkkyys aika-arvon muutoksille).
2.2.2 Ylisuojausmenetelmä
Matemaattisen rahoitusteorian ylisuojausperiaate (superhedging) on suojausmenetelmä,
jonka tavoitteena on asettaa sopimuksen hinta siten, että se riittää sopimuksen kassavirto-
jen tuottamiseen jokaisessa mahdollisessa skenaarioissa. Käytännössä ylisuojausperiaate
johtaa usein kuitenkin epärealistisen korkeisiin hintoihin ja on siksi vaikeasti siirrettävissä
todellisiin markkinoihin.
2.2.3 Utiliteettisuojaus
Jokaiselle utiliteettifunktiolle u, joka olkoon konkaavi ja kasvava, voidaan muodostaa
utiliteettisuojaus (utility hedging) maksimoimalla odotusarvoa E[u(Z)]. Riskiä kuvataan
tällöin odotetulla hyödyllä. Yleisiä valintoja hyötyfunktioiksi ovat muun muassa u(x) =
ln(αx) ja u(x) = 1− exp(−αx), missä α > 0. Keskineliöpoikkeaman minimointiin perus-
tuva suojaus on itse asiassa utiliteettisuojauksen alaluokka.
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3 Vakuutusmatematiikasta
Lopussa tullaan tutkimaan sijoitussidonnaisten henkivakuutusten suojausta vakuuttajan
toimesta. Tällöin markkinoiden heilahtelujen lisäksi joudutaan ottamaan huomioon ih-
misten elinajat ja ennen kaikkea, millä todennäköisyydellä kukin tulee kuolemaan ennen
korvaushetkeä. Käydään siis alkuun läpi henkivakuutusmatematiikan pääkäsitteitä.
Olkoon τ = τ(0) vastasyntyneen jäljellä olevaa elinaikaa kuvaava satunnaismuuttuja,
missä satunnaismuutujan τ kertymäfunktio F on absoluuttisesti jatkuva, eli
F (t) = P(τ < t) =
∫ t
0
f(s)ds,
kaikilla t > 0. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan vielä, että tiheysfunktiolla f on korkein-
taan äärellinen määrä epäjatkuvuuspisteitä äärellisillä väleillä. Tällöin F ′(t) = f(t) lu-
kuunottamatta mahdollisia funktion f epäjatkuvuuspisteitä. Henkilön iän ollessa x vuot-
ta, esitetään hänen jäljellä olevaa elinaikaansa satunnaismuuttujana τ(x). Tällöin tämän
kyseisen henkilön jäljellä olevan elinajan kertymäfunktioksi saadaan
Fx(t) =
∫ t
0
fx(s) ds = P(τ ≤ t) = P(τ ≤ x+ t | τ > x)(3.1)
=
P(x < τ ≤ x+ t)
P(τ > x)
=
F (x+ t)− F (x)
1− F (x) , t ≥ 0.
Seuraavaksi hyväksikäyttämällä kertymäfunktiota (3.1), saadaan muodostettua ihmis-
ten kuolemis- ja selviytymistodennäköisyydet, eli toisin sanoen vakuutusmatematiikan
perusmerkinnät.
tqx = P(x-ikäinen henkilö kuolee hetkeen t mennessä) = Fx(t)(3.2)
=
F (x+ t)− F (x)
1− F (x)
ja
tpx = P(x-ikäinen henkilö on elossa hetken t jälkeen) = 1− tqx(3.3)
=
F (x+ t)
1− F (x) .
X-ikäisen henkilön kuolevuusintensiteetti saadaan hyödyntämällä yhtälöä (3.2). Ol-
koon x siis sellainen, että F ′(x) = f(x) ja F (x) < 1. Tällöin mielivaltaiselle aikavälille M
28
3 VAKUUTUSMATEMATIIKASTA
saadaan kuolevuudeksi iässä x
µ(x) = limM→0+
Mqx
M
= limM→0+
F (x+ M)− F (x)
1− F (x)
= limM→0+
F (x+ M)− F (x)
M
f(x)
1− F (x)
=
f(x)
1− F (x)(3.4)
Tällöin todennäköisyydet tqx ja tpx voidaan esittäää helpommin käsiteltävämmissä muo-
doissa
tqx = 1− e−
∫ x+t
x µ(u) du(3.5)
ja
tpx = e
− ∫ x+tx µ(u) du.(3.6)
Kuolevuutta ei tietenkään voida tuntea täysin ja arvuuttelukaan ei ole kovin tehokas-
ta. Tästä syystä joudutaan turvautumaan malleihin, jotka pyrkivät arvioimaan mahdol-
lisimman tarkasti todellista kuolevuutta. Näitä malleja muodostettaessa hyödynnetään
kerättyä dataa historian varrelta ja havaintoja nykyisen maailman tilasta. Viimeisestä
johtuen, sillä maailma kehittyy jatkuvasti, joudutaan malleja jatkuvasti parantelemaan
nykymenoon sopiviksi. Seuraavat kolme mallia ovat enemmän tai vähemmän käytettyjä
ja yleisesti tunnettuja kuolevuusmalleja.
Gombertz: µ(x) = b · ecx, missä b, c > 0 ovat vakioita.
Makeham: µ(x) = a + b · ecx, missä a, b, c > 0 ovat vakioita. Lisäksi a tulkitaan
tapaturmien osuudeksi kuolevuudessa, joka oletetaan iästä riippumattomaksi.
Weibull: µ(x) = b · xd, missä b, d > 0 ovat vakioita.
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4 Suojaus sijoitussidonnaisten vakuutusten tapaukses-
sa
Sijoitussidonnainen vakuutus on henkivakuutus, jossa vakuutussäästön kehitys on sidot-
tu tiettyjen ulkoisten instrumentien, kuten sijoitusrahaston, kehitykseen. Kysessä on siis
vakuutus, jossa vakuutuksenottaja joutuu kantamaan riskin instrumenttien mahdollisista
epämieluisista arvonmuutoksista. Tutkitaan kuitenkin seuraavassa tilannetta vakuutus-
yhtiön kannalta.
Oletetaan, että vakuutusyhtiöllä on hallussansa henkivakuutusportfolio, jossa on n x-
ikäistä ihmistä, joiden jäljellä olevaa elinaikaa kuvataan satunnaismuuttujilla τ1, . . . , τn.
Sovitaan, että kyseinen yhtiön myy vain ja ainoastaan henkivakuutuksia, jossa vakuute-
tulle korvataan f(S) hänen eläessä sopimuksessa määritellyn korvaushetken T yli, missä
funktio f kuvaa korvauksen riippuvuutta markkinoiden muutoksiin ja S on alussa esitetty
arvopaperivektori (S0(T ), S1(T ), . . . , Sd(T )). Maksettava korvaus f(S) voi olla yksinker-
taisesti vain instrumentin loppuarvo
f(S) = S(T ),(4.1)
tai esimerkiksi instrumentin loppuarvo taattuna markkinoiden negatiivisiltä heilautuksilta
ennalta määrätyllä korvauksella K
f(S) = max(S(T ), K).(4.2)
Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, että vakuutuksenottajat maksavat henkivakuutuk-
sistaan kertasuorituksen κ vakuutuksen oton yhteydessä.
Oletetaan jatkossa vakuutettujen elinaikojen olevan riippumattomia markkinoiden
muutoksista. Olkoon myös vakuutusyhtiöllä vapaa pääsy alunkaltaisille markkinoille 1,
joilla se sijoittaa vakuutusmaksuista kertyneet varat. Yhtiö voisi sijoittaa varansa muun
muassa Eurooppalaisiin osto-optioihin. Tällöin sijoituksen arvo on V (0) ja josta saadaan
lopulta korvaus f(T ). Vakuuttaja ostaa alkuhetkellä tasan määrän nTpx näitä johdannai-
sia, jonka jälkeen markkinoilla ei enään operoida. Korvaushetkellä sijoitus antaa tuottoa
nTpxf(S), jolloin esimerkiksi korolla δ = 0 diskontattu vakuuttajan tappio, kun hetkestä
t hetkeen T selvinneiden vakuutettujen määrä on Y (n), on
L = Y (n)(T )e−δTf(S)− nκ− (nTpxf(S)e−δT − nTpxV (0)).(4.3)
Yhtälössä (4.3) ensimmäinen termi on korvaukset hetkeen T asti selviytyneille vakuutuk-
sen ottajille, josta tietenkin poistetaan alussa maksetut vakuutusmaksut. Toinen termi
taas kuvaa option ostamisen jälkeen muodostumaa kokonaistappiota tai vastaavasti voit-
toa. Tappion odotusarvo E [L] = 0 selvästi vain, jos määrittelemme vakuutusmaksun κ
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seuraavasti
κ =TpyV (0).(4.4)
Usein tulee ilmi, että tästä syystä yhtälöstä (4.3) häviää kuolleisuusriski, eli epätietoisuus
hetken T selviytyneistä. Tämä taas johtuu siitä, että todennäköisyys Tpx on uskottava
ennakkoarvio. Sen sijaan taloudellisesta riskistä ei päästä eroon sillä alkuhetken arvo
S(0) on yleensä eri kuin korvaushetkellä. Katsotaan nyt, miten keskineliöpoikkeaman
minimointiin perustuva suojaus toimii vakuuttajalle verraten varianssin minimointiin sekä
passiivisempaan lähestymistapaan.
4.1 Suojaus
Otetaan alkuun lyhyt yleinen esimerkki. Olkoon siis seuraavassa markkinat typistetyt
kahden periodin mittaisiksi ja olkoon niillä vain kaksi arvopaperia. Tässä voidaan nähdä,
miten suojaus toimii sijoitussidonnaisten vakuutusten tapauksessa. Tilanne on siis sama
kuin kohdassa 2.1.1 kuitenkin sillä erolla, että X vastaa vakuuttajan vastuuta, jonka se
joutuu maksaamaan korvauhetkellä hengissä selvinneille vakuutetuille.
Esimerkki 4.1. Vakuutusyhtiö myy sijoitussidonnaisia vakuutuksia, joissa vakuutetut
saavat yksien arvopapereiden arvon hetkellä yksi, jos he ovat vielä tuolloin elossa.
X = Y S(1),
jossa Y on hetkeen yksi selvinneiden määrä. Sijoitetaan saatu X aikaisemmin laskettuun
yhtälöön (2.10). Nyt koska Y ja S(1) ovat keskenään riippumattomia, kuten alussa oletim-
me, saadaan kovarianssin laskusääntöjä noudattaen riskillisten arvopapereiden määräksi.
θ˜1(1) =
Cov(Y S(1), S(1)− S(0))
Var(S(1)− S(0))
=
E [Cov(Y S(1), S(1)− S(0)|S(1))] + Cov(E [Y S(1)|] ,E [S(1)− S(0)|S(1)])
Var(S(1)− S(0))
=
0 + Cov(E [Y ]S(1), S(1)− S(0))
Var(S(1)− S(0))
=
E [Y ]Var(S(1)− S(0))
Var(S(1)− S(0))
= E [Y ] .
Huomataan, että optimaalinen määrä riskillisiä arvopapereita θ˜1(1) on odotusarvo kor-
vaushetkellä elossa olevista vakuutetuista. Vastaavasti hyödyntämällä yhtälöä (2.11) saa-
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daan optimaaliseksi alkupanokseksi
V˜ (0) = E [X]− θ˜1(1)E [S(1)− S(0)]
= E [Y ]E [S(1)]− E [Y ]E [S(1)− S(0)]
= E [Y ]E [S(0)] ,
joka on linjassa aikaisempien tulosten kanssa.
Tässä vaiheessa on hyvä tehdä huomio, että periaatteessa yhtälöt (2.4) ja (4.3) eroavat
vain alussa maksetun vakuutusmaksun verran.
Lähdetään seuraavaksi tutkimaan kokonaisvaltaista tilannetta alunkaltaislla markki-
noilla 1. Oletetaan, että vakuuttajalla on markkinoiden sen hetkisen tilan lisäksi tiedossan-
sa jokaisena ajanhetkenä t, kuinka monta henkilöä on elossa tuona ajanhetkenä. Olkoon
siis (Ht)t∈{0,1,...,T} ﬁltraatio elävistä vakuutetuista ja Gt = Ft ∨ Ht historia markkinoiden
tilanteesta ja vakuutetuista. Filtraatio G sisältää siis kaiken pöydällä olevan informaation.
Aiemmin suojausta käsittelevässä kappaleessa käytiin läpi keskineliöpoikkeaman mi-
nimointiin perustuvaa suojausta neljässä eri skenaariossa, jossa vaihdeltiin maksuhetkeä
ja riskillisten arvopapereiden määrää. Otetaan seuraavassa numeerisessa esimerkissä tar-
kasteluun kappale 2.1.2 ja hyödynnetään siinä valmiiksi ratkaistuja yhtälöitä. Tilanne on
muuten samankaltainen kuin aiemmin mutta nyt vakuuttajalla on markkinoiden muutos-
ten lisäksi huomioitava kaikissa vaiheissa myös historia H, eli ihmisten selviytymismah-
dollisuudet hetki hetkeltä.
4.2 Numeerinen esimerkki
Seuraava numeerinen esimerkki pohjautuu M∅llerin [5] käyttämiin arvoihin. Tämän an-
siosta voidaan lopussa vertailla saatuja tuloksia ja ehkä muodostaa päätelmiä suojausme-
netelmien eroista. Jotta tämä onnistuisi, esitellään seuraava malli, jonka avulla saadaan
muodostettua arvopaperin hintakehityksestä selkeä esitys.
4.2.1 Cox-Ross-Rubinstein malli
Käytetään siis numeeristen tulosten saamiseksi Cox-Ross-Rubinstein mallia, jossa arvo-
papereiden hinnankehitystä kuvataan seuraavasti
S(t) = (1 + ρ(t))S(t− 1).(4.5)
Tässä ρ(1), . . . , ρ(T ) on sarja riippumattomia ja identtisesti jakautuneita satunnaismuut-
tujia, jossa ρ(1) ∈ {a, b} ja 0 < P(ρ = b) < 1. ρ(t) tulkitaan arvopaperin aikavälil-
lä (t− 1, t] antamaksi voitoksi, tai vaihtoehtoisesti tappioksi. Markkinamallin mukaisesti
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summaa ρ(t) ei tietenkään tunnetä ennen hetkeä t. Nollakuponkibondin arvo hetkellä t
on, kuten aikaisemmin
S0(t) = (1 + r)
t(4.6)
Tällöin käytetyille parametreille a, b, r pätee −1 < a < r < b, eli toisin sanoen arvopaperin
hintakehityksen tulisi olla positiivisella todennäköisyydellä suurempaa kuin nollakupon-
kibondin vastaava.
Olkoon F hintaprosessin S ﬁltraatio ja määritellään uusi todennäköisyysmitta P ∗
P ∗(ρ(1) = b) =
r − a
b− a = p
∗,(4.7)
jossa ρ(1), . . . , ρ(T ) ovat identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia uuden todennäköi-
syysmitan P ∗ suhteen. Huomataan, että tällä p∗ valinnalla diskontattu arvopapereiden
hintaprosessi X on itseasiassa (F , P ∗)-martingaali sillä
E∗ [X(t) | Ft−1] = X(t− 1) 1
1 + r
E∗ [(1 + ρ(t)) | Ft−1]
= X(t− 1) 1
1 + r
(1 + E∗ [ρ(t)])
= X(t− 1) 1
1 + r
(1 + p∗b+ (1− p∗)a)
= X(t− 1).
4.2.2 Vastaesimerkki
M∅ller käsittelee väitöskirjansa [5] ensimmäisessä osiossa sijoitussidonnaisten vakuutus-
ten suojaamista ja maksujen hinnoittelua hyväksikäyttäen riskin minimointistrategioita.
Tarkemmin sanoen hän tutkii, miten vakuuttajan riski muuttuu muuntelemalla ihmis-
ten kuolleisuuden kerrointa ja vakuutusportfolion kokoa diskreettiaikaisessa mallissa. Hän
esitelee useita eri lähestymistapoja ja päätyy lopulta käyttämään vakuuttajan tulevai-
suuden kokonaiskustannusten varianssin minimointia. Aivan kuten keskineliöpoikkeaman
minimointi, on varianssin minimointikin dynaaminen lähestymistapa ja omaa siis samoja
ominaisuuksia. Esimerkiksi kummankin lähestymistavan ongelmana on alussakin mainit-
tu voittojen ja tappioden symmetrinen kuvaustapa, jossa kummastakin rangaistaan. Eli
se että vakuuttaja on 1000 euroa miinuksella korvaushetkellä T , käsitellään samoin kuin
hänellä olisi lopussa 1000 euroa ylimmääräistä.
Viitteen esimerkissä määritellään kaksi prosessia. Ensimmäinen prosessi pif (T ) kuvaa
markkinoita, missä pif (T ) on funktiosta f riippuva vakuutetuille maksettava arbitraasi-
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vapaa korvaus.
pif (t) = E∗
[
f(S(T ))
B(T )
| Ft−1
]
= E∗
[
f(S(T ))
B(T )
]
+
T∑
j=1
αf (j)(X(j)−X(j − 1)),
missä αf on suojaus joka muodostuu alkupanoksen ja arvopapereiden hinnan muutosten
kautta
V (t) = V (0) +
t∑
j=1
αf (j)(S(j)− S(j − 1)).
Toinen prosessi M kuvaa vastaavasti vakuutusportfolion kehitystä, missä M on odotusarvo
selvinneistä vakuutetuista.
M(t) := E∗ [Y (T ) |Ht] = Y (t)T−tpx+t,
missä Y (t) on hetkellä t hengissä olevien vakuutettujen määrä ja T−tpx+t on odotusarvo
hetkeen T selviävistä ihmisistä hetkellä t.
Nyt hyödyntämällä prosessien pif ja M ominaisuuksia sekä Föllmerin ja Schweizerin
[3] käyttämää hajoitelmaa
V ∗(t) = V ∗(0) +
t∑
j=1
θ(j)(S(j)− S(j − 1)) + L(t),
saadaan varianssin minivoivaksi strategiaksi pyörittelemällä
Var∗ (C(T )) =
T∑
t=1
E∗
[
(pif (t))2∆M2(t)
]
(4.8)
=
T∑
t=1
E∗
[
(pif (t))2
]
E
[
∆M2(t)
]
.
Vertailtavana strategiana M∅ller käyttää vakuuttajan tappion varianssia tapauksessa,
jossa se ei sijoita saatuja vakuutusmaksuja eteenpäin.
Var∗
(
Y (T )f(S(T ))
B(T )
)
= E∗
[
(pif (T ))2
]
n Tpx(1− Tpx) + Var∗(pif (T ))(n Tpx)2.(4.9)
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n µ Var∗(C(T)) Var∗(X) Var∗(C(T))upslopeVar∗(X)
0,1 1,02 ·103 1,28 ·103 0,80
1 0,5 2,84 ·103 2,98 ·103 0,95
1,0 2,77 ·103 2,83 ·103 0,98
0,1 1,02 ·104 3,49 ·104 0,29
10 0,5 2,84 ·104 3,97 ·104 0,71
1,0 2,77 ·104 3,20 ·104 0,87
0,1 1,02 ·105 2,56 ·106 0,04
100 0,5 2,84 ·105 1,39 ·106 0,20
1,0 2,77 ·105 6,85 ·105 0,40
Taulukko 1: M∅llerin [5] laskemia arvoja suojausmenetelmien vertailemiseksi vakuutet-
tujen ja kuolevuuden suhteen
4.2.3 Esimerkki
Toimitaan jatkossa alun kaltaisilla markkinoilla, joilla on viisi operointi hetkeä t = 0, 1, 2,
3, 4. Sovitaan, että kyseessä on vuosi joka on jaettu osiin kvartaaleittain. Merkitään pe-
riodien pituutta merkinnällä ∆s, jossa ∆s = 1/4. Yksinkertaistetaan tilannetta vielä si-
ten, että vakuutusten ottajien jäljellä olevat elinajat ovat riippumattomia toisistaan, jot-
ka esitetään eksponentiaalisesti kuolevuudella µ. Selviytymisen todennäköisyydeksi (3.3)
muodostuu tällöin tpx = exp(−µt∆s) kaikilla t ja x. Tällöin keskineliöpoikkeaman mini-
mointiin perustuvan suojauksen yhtälöksi saadaan kappaleen 2.1.2 yhtälöitä ja ehdollisen
odotusarvon sääntöjä mukaillen
E
[
(C(t)− C(t− 1))2 | Gt−1
]
= E
[
(X − V˜ (t− 1)−
T∑
j=t
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)))2 | Gt−1
]
= E
[(
(X − E [X | Gt−1])−
(
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))
−E
[
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
]))2
| Gt−1

= E
[
(X − E [X | Gt−1])2 − 2 · (X − E [X | Gt−1]) (Z) + (Z)2 | Gt−1
]
= E
[
(Y f(S)− E [Y |Ht−1]E [f(S) | Ft−1])2
− 2 · (Y f(S)− E [Y |Ht−1]E [f(S) | Ft−1]) (Z) + (Z)2 | Gt−1
]
,
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missä
Z =
(
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1))− E
[
T∑
j=1
θ1(j)(S1(j)− S1(j − 1)) | Ft−1
])
ja jossa viimeinen yhtälö pätee ihmisten elämien ja markkinoiden riippumattomuuden
nojalla. Y on hetken t odotettu korvaushetkeen T selvinneiden vakuutettujen määrä.
Sovitaan vakuutusyhtiön tehneen vain sopimuksia, joissa vakuutetulle hetkellä T mak-
settava korvaus saadaan yhtälöstä (4.2), eli toisin sanoen f(S) = max(S(T ), K). Lisäksi
vakuuden K arvo on ennalta määritelty
K = S(0)(1 +
1
2
r)T ,(4.10)
eli käyttämällä taulukossa 2 esiintyviä parametrejä saadaan vakuuden arvoksi
K = 100, 0 · (1 + 1
2
· 1, 015)4
= 103, 0.
Kuva 2: Siirtymäkaavio, jossa ylhäällä olevat arvot esittävät arvopaperin hinnan kehitystä
ja alhaalla olevat sopimuksen max{S(T ), K} arbitraasivapaita hintoja
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∆s T S(0) a b r p∗ p
1/4 4 100,0 -0,10 0,15 0,015 0,46 0,50
Taulukko 2: Numeerisessa esimerkissä käytetyt parametrit.
Kuvan 2 puumalli näyttää arvopaperin hintakehityksen. Kaaviossa ylempänä olevat
arvot esittävät hintaprosessin S1(t) binomimallina, missä parametreina on käytetty taulu-
kon 2 arvoja. Esimerkiksi, jos hetkellä T arvopaperin hinta on noussut jatkuvasti, saadaan
hinnaksi 100, 0 · 1, 154 ≈ 174, 9. Hintaprosessia kuuvavien arvojen alapuolella kaaviossa
esitetään vastaavasti sopimuksen (4.2) mukaiset arbitraasivapaat hinnat:
X1(t− 1) = p
∗(1 + b)S1(t) + (1− p∗)(1 + a)S1(t)
(1 + r)
.
Esimerkiksi kolmannella kvartaalilla jatkuvasti nousseen osakkeen sopimuksen mukainen
arbitraasivapaa hinta on
S1(0)b
Tp∗ + S1(0)bT−1a(1− p∗)
(1 + r)
=
100 · 1, 154 · 0, 46 + 100 · 1, 153 · 0, 9 · (1− 0, 46)
(1 + 0, 015)
= 152, 0875
≈ 152, 1.
Jos kuvassa 2 olevaa siirtymäkaaviota avataan hieman, niin voidaan huomata salkun
loppuarvon olevan pienempi kuin vakuuden K = 103, 0, jos ja vain jos salkun arvo on
laskenut kolmen tai neljän periodin ajan. Tällöin hengissä korvaushetkeen selvinnyt va-
kuutuksenottaja saa sopimuksen mukaisesti korvaukseksi vakuuden K = 103, 0 arvopape-
rin hintojen 83, 8 tai 65, 6 sijasta. Tämän seurauksena arbitraasivapaa hinta sopimukselle
max{S(T ), K} vastaa diskontattua vakuutta K arvopaperin hinnan laskiessa vähintään
kolmen ensimmäisen periodin ajan, sillä tällöin arvopaperin hinta ei pysty missään olosuh-
teissa nousemaan vakuuden yli. Vastaavasti arvopaperin hinnan noustessa vähintään kah-
desti ensimmäisen kolmen periodin ajan, ei hinta pysty mitenkään tippumaan vakuuden
rajan K = 103, 0 alle, jolloin arbtraasivapaa hinta vastaa arvopaperin arvoa ja vakuutettu
saa kyseisen hinnan. Näiden kahden ääripään välillä ei ole varmaa, onko S(T ) suurempaa
vai pienempää kuin K. Tämä taas vaikuttaa arbitraasivapaisiin hintoihin selvästi, mikä
nähdään myöskin kaaviosta 2.
Kuvassa 3 olevasta kaaviosta nähdään, miten suojausmenetelmä toimii, kun vakuutta-
jan ja vakuutetun välille on sovittu sopimus max{S(T ), K}. Laskuista voidaan huomata,
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miten optimaalinen riskillisten arvopapereiden määrä riskin minivoivassa suojausstrate-
giassa yhdelle vakuutuksen ottajalle kuolevuudella µ = 1 muuttuu ajan ja markkinoiden
muutosten suhteen. Riskin minivoiva strategia siis esittää, kuinka paljon yhtä korvaus-
hetkellä hengissä olevaa vakuutettua kohden tulee pitää hallussa riskillisiä arvopapereita.
Sijoitetaan seuraavaksi edellä lasketut kuvan 2 taulukon arvot yhtälöön (2.14). Huoma-
taan, että vakuutusyhtiön tulee alussa sijoittaa riskillisiin arvopapereihin määrä
θ˜1(1) =
Cov(X −∑Tj=2 θ˜1(j)(S1(j)− S1(j − 1)), S1(1)− S1(0) | G0)
Var(S1(1)− S1(0) | F0)
=
E [Y ] (E [(f(S)− Z) · (S1(1)− S1(0))]− E [X − Z]E [S(1)− S(0)])
Var(S1(1)− S1(0))
=
Tp0 ·
(
1137, 874248− 537, 3057942
2
)
− (110, 4574454 · 2, 218278)(
9, 65191142 + (−5, 2153554)2
2
)
−
(
9, 6519114− 5, 2153554
2
)2
= Tp0
= 0, 3678794412 ≈ 0, 368,
missä Z on
Z =
T∑
j=2
θ˜1(j)(S1(j)− S1(j − 1)).
Vastaavasti riskittömiin arvopareihin sijoitetaan määrä
θ˜0(1) = V˜ (0)− θ˜1(1)S1(0)
= E [Y f(S)− Z | G0]− θ˜1(1)S1(0)
= Tp0 · 108, 2391674− 0, 3678794412 · 100, 0
= 3, 0312020319 ≈ 3, 031.
Hetkeen 1 mennessä edelliset arvot tulevat muuttumaan riippuen markkinoiden kehityk-
sestä, tai siitä onko vakuutettu enää ylipäätänsä hengissä. Jos vakuutuksen itselleen osta-
nut henkilö on jotenkin onnistunut väistelemään ikkunasyvennyksiltä tippuvia kukkaruuk-
kuja ensimmäisen periodin ja näin ollen vielä olemaan elävienkirjoissa, niin tällöin vakuut-
tajan tulee arvopaperin arvon noustessa hankkia riskillisiä arvopapereita θ1(2) = 0, 472
ja sijoittaa riskittömiin arvopapereihin θ0(2) = 1, 366.
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Kuva 3: Siirtymäkaavio, jossa nähdään sopimuksen max{S(T ), K} riskin minivoiva määrä
riskillisiä arvopapereita yhdelle vakuutetulle, joka pysyy elävienkirjoissa korvaushetkeen
asti kuolevuuden ollessa µ = 1.
Edellä laskettujen arvojen avulla voidaan nyt selvittää tilanne kohtaisesti, kuinka kes-
kineliöpoikkeaman E [(C(T )− C(t))2 | G] minimointiin perustuva suojaus lopulta toimii
vakuuttajan hyödyksi. Taulukossa 3 nähdään eri suojausmenetelmillä saatuja tuloksia,
kun vaihdellaan vakuutettujen määrää portfoliossa ja kuolevuuden kerrointa. Taulukon 3
ensimmäiset sarakkeet ovat M∅llerin [5] laskemat arvot varianssin minimointiin perustu-
valle suojaukselle
Var∗ (C(T )) = n
T∑
t=1
E∗
[
(pif (t))2
]
e−2µT∆s+µt∆s(1− e−µ∆s)(4.11)
sekä vaateen X kokonaisvarianssille
Var∗(X) = E∗
[
(pif (T ))2
]
ne−µT∆s(1− e−µT∆s) + Var∗(pif (T ))n2e−2µT∆s,(4.12)
jotka saadaan suoraan yhtälöistä (4.8) ja (4.9) käyttämällä esimerkin arvoja.
Viimeisissä sarakkeissa löytyy vertailukelpoisten tulosten saamiseksi arvot, jotka saa-
tiin kun sjoitettiin M∅llerin kaavaan riskillisten arvopapereiden määräksi keskineliöpoik-
keaman minimointiin perustuvasta suojauksesta lasketut arvopapereiden määrät.
39
4 SUOJAUS SIJOITUSSIDONNAISTEN VAKUUTUSTEN TAPAUKSESSA
n µ Var∗(C(T)) Var∗(X)
Var∗(C(T ))
Var∗(X)
Var(C(T))
Var(C(T))
Var∗(X)
0,1 1,02 ·103 1,28 ·103 0,80 1,17 ·103 0,91
1 0,5 2,84 ·103 2,98 ·103 0,95 3,24 ·103 1,09
1,0 2,77 ·103 2,83 ·103 0,98 3,16 ·103 1,11
0,1 1,02 ·104 3,49 ·104 0,29 1,17 ·104 0,34
10 0,5 2,84 ·104 3,97 ·104 0,71 3,24 ·104 0,81
1,0 2,77 ·104 3,20 ·104 0,87 3,16 ·104 0,99
0,1 1,02 ·105 2,56 ·106 0,04 1,17 ·105 0,05
100 0,5 2,84 ·105 1,39 ·106 0,20 3,24 ·105 0,23
1,0 2,77 ·105 6,85 ·105 0,40 3,16 ·105 0,46
Taulukko 3: Suojausmenetelmien vertailu vakuutettujen ja kuolevuuden suhteen
4.2.4 Tulosten vertailu
Tarkasteltaessa taulukkoon 3 laskettuja arvoja, niin nähdään selvästi kuinka kolme edellä
esiteltyä menetelmää eroavat toisistaan ja miten kuolevuus µ ja vakuutettujen määrä
vaikuttavat saatuihin arvoihin.
Kaaviosta nähdään selvästi, että kuolevuuden kasvaessa epätietoisuus vakuutettujen
selviämisestä nousee suureksi verrattuna epätietoisuuten markkinoiden tilanteesta. Vas-
taavasti vakuutettujen määrän noustessa vaikuttaa se yhtälöön (4.12) voimakkaammin
toisen potenssin n2 takia. Seuraavaksi vertailtaessa suojaustapoja toisiinsa, niin nähdään,
että Thomas M∅llerin käyttämä menetelmä (4.11) on selkeästi tehokkaampi verrattuna
passiiviiseen toimintatapaan. Huomataan, että vakuuttajan kannattaa hankkia rosteriin-
sa mahdollisimman suuri määrä ihmisiä, sillä suojaus toimii selkeästi sitä paremmin mitä
suurempi vakuutettujen määrä portfoliossa on. Vastaavasti mitä pienemmäksi kuolevuus
voidaan arvioida, niin sitä enemmän M∅llerin käyttämästä metodista saadaan hyötyä.
Keskineliöpoikkeaman minimointiin perustuva suojaus antaa samankaltaisia tuloksia
kuin varianssin minimointi. Tulokset yhtenävät varsinkin vakuutettujen määrän kasvaessa
suureksi. Kuitenkin tulee huomata, että tulokset ovat jopa passiivista lähestymistapaa
heikompia hyvin pienillä vakuutettujen määrillä ihmisten elämien pituuksien arvioinnin
ollessa epävarmaa.
4.2.5 Vakuuttajan vakavaraisuus
Vakuuttajan vakavaraisuus menee hieman sivuraiteille aiheesta mutta käsitellään se vielä
ylimalkaisesti näin lopuksi. Oletetaan, että vakuuttajan alkuvarallisuus esimerkin tilan-
teessa on U0, joka sisältää vakuutettujen maksaman kertaluonteisen vakuutusmaksuerän
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κ. Maksuhetkellä T vakuutusyhtiö joutuu maksamaan korvauksia yhteensä määrän ξT
ξT = Y (T )S(f),(4.13)
missä Y (T ) on hetkeen T hengissä selvinneet vakuutetut ja S(f) on korvaus (4.2). Tar-
kastallaan siis yhtiön kykyä selviytyä sitoumuksistaan hetkellä nolla. Vastuuvelka olkoon
V (0) = E [D0,T ξT | F0](4.14)
missä D0,T on T vuoden diskonttaustekijä hetkellä nolla. Nyt jos U0 < V (0), niin voidaan
katsoa, että yhtiö on vararikossa. Yhtiö voi joutua siis vararikkoon vain ja ainoastaan
hetkellä T , eli korvaushetkellä.
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